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Seccién 1: Introduccién 4

1. Introduccién

El concepto de limite es el fundamento del calculo. En el siglo XIX, emi-
nentes matematicos, Augustin-Louis Cauchy' y Karl Weiertrass” entre otros
trataron de precisar el concepto de limite. Ellos lograron dar una definicién
rigurosa de limite, la definicién € — ¢, que aunque la incluimos en este capitulo
no es fundamental en un primer acercamiento intuitivo a dicho concepto.

El nivel de este capitulo es adecuado para alumnos de 4° de ESO y 1° de
Bachillerato.

Se incluye en este capitulo también el estudio del concepto de continuidad
de una funcién que estd basado en el concepto de limite.

Se incide en la aplicacién de los limites para la representacién de funciones,
sobre todo las racionales en el calculo de las asintotas, horizontales, verticales
y oblicuas.

!Eminente matemético frances (1789-1857) que escribié mas de 700 articulos, y fue
pintor, abogado y escalador.
2Eminente matematico aleman (1815-1897) que precisé la definicién de continuidad.
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Seccién 2: jQué es un limite? 5
2. ;{Qué es un limite?

Para una funcién matemética y = f(z), en un punto & = a, la expresién
«limite de f(z) cuando z es tan préximo a a como queramos» (x — a), es el

valor al que se aproxima la funcién cuando el valor de x se acerca a a tanto
como se quiera, simbolicamente lo escribimos de la forma

lim f(z) =L

r—a

= Asi decimos que ll'm1 z? =1 pues cuando z — 1, 2% — 1,
€Tr—
= 0 también decimos que HIII2 z? = 4 pues cuando = — 2, 2% — 4,
r—
= 0 bien decimos que 11'1% 23 = 125 pues cuando z — 5, 2° — 125.
xr—

Hay una definicién formal de limite pero por su dificultad, en este nivel
se puede prescindir de ella y trabajar de una forma intuitiva.

A continuacién usaremos una técnica simple e intuitiva de calcular el
limite disenando una tabla de valores para la funcién. Vamos a verlo.
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2.1. Caélculo de limites usando tablas

Ejemplo 2.1. Determinar ll’m1 a:
xr— xr —

2

7 con una tabla de valores.

Solucion: Con la ayuda de la calculadora o de un computador damos valores
de x préximos a 1 por su izquierda y por su derecha.

2
T — 1" vl 1T — 2
rx—1
0.9 1,9 2,1 1.1
0.99 1,99 2,01 | 1.01
0.9999 | 1,9999 | 2,0001 | 1.0001
! l ! !
1~ 2 2 1t

.- L, X7 —
Esto parece indicar que cuando z — 1 la funcién

— 2.

» ATENCION Notar que z puede acercarse a 1 tanto como se quiera, pero

no puede ser 1 pues nos encontrarfamos con la expresién f(1) = g due no

esta definida.

O
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Seccién 2: jQué es un limite? 7
Ejemplo 2.2. Hallar con una tabla h'Irb sen .

xTr—
Solucion: Como antes, damos valores a & préximos a 0 por su izquierda y por
su derecha.

z— 0" sen 0" — 2z
-0.1 -0.0998 0.0998 0.1
-0.01 -0.00999 0.00999 0.01
-0.001 -0.00099998 | 0.00099998 | 0.001

! l i !

0~ 0 0 0t

Se observa que para valores cada vez mas proximos a 0, el valor de la
funcién se aproxima mas y mas a su limite, que en este caso es 0, es decir

lim senxz = 0
x—0
O]

El uso de tablas permite intuir al alumno la idea de aproximacién de una
manera mecanica, si bien para calcular limites no se utilizan. En su lugar
usaremos reglas y técnicas que se exponen a continuacién.
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Seccién 2: jQué es un limite? 8
2.2. Algebra de los limites

A continuacién se recogen las primeras reglas de paso al limite. Aunque
tienen una estructura intuitiva sencilla, se demuestran con la definicién ri-
gurosa de limite, pero esta demostracién esta fuera del nivel de este curso.

Reglas del calculo de limites

Regla de la suma lim [f(2) + g(z)] = lim f(z) + lim g(x)

Tr—a Tr—a r—a

Regla del producto lim f(z) - g(z) = lim f(z) - lim g(z)

lim f(x)
Regla del cociente lim 1) ==
v—a g(x)  lim g(z)

Regla de la potencia lim f(z)9® = [lim f(z)]me—e 9()

r—a r—a

A continuacién se aplican estas reglas. < Doc Docp
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Ejemplo 2.3. Veamos algunos casos de como aplicar estas reglas:

lim (z + 1) = lim z + lim 1 =0+1 1
z—0 xz—0 x—0
p 2 _ 1 P 2 2 _q.
E_}ml(?):v—i-m) —;Lnll3;Ln11x+iLH11x =3-1+1 4 Ma,
lim(senz + cosz) = limsenz + limcosz =0+1 1
z—0 x—0 T—
, 2 _ . —1_ _
il_}lnl (z* — 3z) hm1 x? hin 3z 1-3 2 >
2 N
hm( V) —hmx hm\/_ =16-2 32 [
: 22+ 1 hmx —|—1 141 9 E
z—1 3z 1171_>ml ?133 . 3 3 \E
im x —
. T+1 — i 2002 _ a3
i;rra(fﬂ) [ilez 3] 3 27 —
lim 5z
lfm (z + 3)°* = [lim z + 3]z—2 =(2+3) 5
z—2 T—2 << >b>
<
<« Doc Docp»
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Seccién 3: Limites laterales 10

3. Limites laterales
Hasta ahora, con las tablas hemos determinado el lim f(z) realizando los
r—a

calculos por ambos lados de a, por la izquierda cuando z — a~ y por la
derecha cuando z — a™.
A partir de ahora escribiremos ambos limites laterales por la izquierda y

derecha, abreviadamente como f(a~) y f(a™). Es decir

fa™) = lim f(z)

fla") = lim_f(z)
rz—at
Como veremos en los ejemplos siguientes no siempre los limites laterales co-
inciden. En este caso diremos que el limite

fla™) # f(at) = ;111; f(z) no existe

ya que los limites laterales son distintos.

También vamos a ver la interpretacién geométrica de las funciones que en
la proximidad de un punto presentan un comportamiento distinto, segin nos
aproximemos al valor de a por la izquierda o por la derecha .
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Seccién 3: Limites laterales 11

Ejemplo 3.1. Realizar una tabla para hallar h’r% M
xr— €T
Solucion: Recordemos que
| = —x <0
I 0<z
z— 0" L} 0t — 2 4
T
-0.5 -1 (1105
-0.1 -111]0.1
-0.001 -1 | 1] 0.001
Esto indica que
lim m:—1y lim m:1

z—0- T z—0t T
Cuando los limites laterales de una funcién en un punto son distintos decimos
que el limite no existe. Asi, en este caso tenemos que

F07) = 1 # £(0%) =1 = A lim f(2)

<« Doc Doch
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Ejemplo 3.2. Veamos otro ejemplo de una funcién que tiene limites laterales
distintos en un punto. Sea la funcién definida a trozos

Solucion:

—x+2 x<1 = 1
y=f(m)={ y=o

O

Decimos que el limite existe cuando ambos limites laterales son finitos e
iguales,

<« Doc Doch
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Seccién 4: Limites Infinitos 13
4. Limites Infinitos

Se presenta el caso que cuando z — a la funcién toma valores grandes y
més grandes a medida que nos aproximamos a a, en este caso decimos que la
funcién f(x) diverge a oo en el punto 2 = a. Veamos un ejemplo

q .1
Ejemplo 4.1. Hallar con una tabla whg}) 2 ]\ 131
Solucion: Tomamos valores préximos a 0
_ 1 n
z—0 = 07—z A medida que £ — 07, o bien
01 100 | 100 | 0.1 x — 0%, la funcién f(x) se hace
tan grande como se quiera, y
-0.01 10* | 10* | 0.01 decimos en este caso que la
-0.0001 | 10%¢ | 10'¢ | 0.0001 funcién ,
f(z) diverge a co
! Lo S0
0~ 00 o~ |0f L 20 °

O

, . 1 . .
» ATENCION Cuando escribimos 0 = 00 lo hacemos en el sentido anterior

en el calculo de un limite, pues recuerda que la divisién por 0 no esté definida.
<4 Doc Doc»
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Ejemplo 4.2. Hallar con una tabla lim2
r—2 L —

Solucion: Damos valores proximos a 2

A medida que x — 27, la funcién
s 1 ot o f(z) se hace tan grande y nega-
x—2 tiva como se quiera, y a medida
que x — 27, la funcién f(z) se
1.9 -10 10 | 2.1 hace tan grande y positiva como
se quiera, decimos que la funcién
1.99 —100 | 100 | 2.01 f(z) diverge a co
1.9999 | —10* | 10* | 2.0001

O

El efecto grafico de un limite infinito en un punto se indica con la presencia
de las asintotas verticales. Mas adelante, en el apartado de las asintotas, se
explica la representacion grafica de los limites infinitos.

Ejercicio 1. Indicar en que puntos las funciones divergen a infinito:
2 2 z
@) () ) ge) = —— &) hw) = 1

3x 1
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5. Limites en el Infinito

Si queremos estudiar el comportamiento de una funcién f(x) cuando los
valores de = se hacen tan grandes como queramos, lo expresamos diciendo
que z tiende a infinito z — co. Veamos un ejemplo;

1
Ejemplo 5.1. Hallar con una tabla lim — Ma

r—00 I

Solucion: Damos valores grandes positivos y negativos

A medida que x — oo,

SN

T — —00 T — 00 o bien z — —oo, toma, >
valores tan grandes

—10° —0,01 0,01 | 10 COmMO quUeramos Ppos- 2!

10 _o.0001 | 0.0001 | 104 itivos o negativos, la E

G £ funcién f(z) se hace =

_10'2 —10~12 | 1012 | 1012 tan pequena como E

se quiera, y decimos =

1

en este caso que la
funcién f(z) tiende a 0

lim ~ =0 Rl
r—00 I
A |
O
<« Doc Doch
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Seccién 5: Limites en el Infinito 16

Ejemplo 5.2. Estudiar el comportamiento en el infinito de
1
fla) =22

a8 4F %
Solucion: Se divide por la mayor potencia de x, y
1

12 Ma

fx) =
142
X

si hacemos z tan grande como queramos, bien para valores positivos o neg-
ativos, observamos que los sumandos — y — se hacen tan pequenos como
% ¥ @

queramos. De este modo la funcién se aproxima a 1 tanto como queramos.
En simbolos tenemos que

IMITES Y

1
4=
1
lim xi2zlim 5—1
O
Ejercicio 2. Indicar el comportamiento de las funciones cuando z tiende a << »>
infinito: =
2 z 2?2 +1

a) f(z) = e b) g(z) = o c) h(z)= o <«Doc Doch
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6. Limites Indeterminados

Con las reglas que hemos aprendido de limites, se nos presentan situa-
ciones mas complicadas en las que no podemos dar la solucién sin hacer un
estudio detallado de la funcién. Por ejemplo

lim &1 e indeterminad
im = = indeterminado
a—1 —1 liml(x—l) 0
22 —1 lim (22 — 1)
lim == == indeterminado
g—oo 222 —1  lim (22° —1)
lim (z — /22 +1) = c0o — 0 indeterminado

r—00
A continuacién veremos las técnicas necesarias para resolver estos casos
indeterminados

ol o
B 18

=
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7. Calculo de limites Indeterminados

18

En esta seccion veremos las técnicas necesarias para calcular limites cuan-
do se presenta el caso indeterminado. Bédsicamente aprenderemos la técnica

de célculo:

= Por descomposicién en factores de un polinomio.
= Por producto y divisién de la mayor potencia de x.

= vy por producto y divisién del conjugado de un binomio
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Test. Responde a las siguientes preguntas.

1.

Cuando en un limite encontramos 0 X co el limite vale :

(a) 0 (b) o0 (¢) No se sabe

. Cuando en un limite encontramos —oo X oo el limite vale :

(a) —o0 (b) o0 (c) O (d) no se sabe

. Cuando en un limite encontramos —oo — oo el limite vale :

(a) —o0 (b) oo (c) O (d) no se sabe

. Cuando en un limite encontramos +o0o + oo el limite vale :

(a) —o0 (b) o0 (c) 0 (d) no se sabe

. Cuando en un limite encontramos +o0o — oo el limite vale :

(a) —o0 (b) oo (c) O (d) no se sabe

. Cuando en un limite encontramos 0 — co el limite vale :

(a) —o0 (b) o0 (c) O (d) no se sabe

. Cuando en un limite encontramos +oco — 0 el limite vale :

(a) —o0 (b) o0 (c) 0 (d) no se sabe

s ©.9) , .
. Cuando en un limite encontramos — el limite vale :
s

(a) —o0 (b) o0 (c) O (d) no se sabe
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7.1. Calculo de limites g

e Por factorizacion
Consiste en descomponer los polinomios en factores.

Ejemplo 7.1. Calcular los siguientes limites factorizando y simplificando:

2 —1 ooz —4 . 22 —b5x+6 . 2?2 -5z
im im lim —— lim
z—1 T — r—2 I — x—2 x2 —4 0 2 —
Solucion:
21 =1 1
lim =~ —Qzlimw:lim(az+l):2
z—1 1 — O rx—1 r—1 r—1
. x>—=4 0 . (z—-2)(z+2) .
20 % p-g  amEty=d
7 _ _ _
tim & 5x+6_9_1im (x —2)(z 3):lim (x 3):_1
z—2  x2—4 0 2=2(z—2)(x+2) =2-2(x+2) 4
2 _ _
fim &0 0 g, @8 225 o
2—0 22—z 0 a2—-0x(z—1) z2-0z—1
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e Por el conjugado
Consiste en multiplicar y dividir por el conjugado del denominador

-1 < ‘
Ejemplo 7.2. Calcular por el conjugado lim Ve FY

z—1 1 — 1 CIENCIAS

Solucion:

Va1 _

0 or el conjugado
= — T nju:
z—1 1 —1 0 L Jug

_ g VE-LGE+Y L -1 1
z—1 (z—1)(Vx +1) a—1 (x—1)(Vz+1) 2 >-|
0
Ejemplo 7.3. Calcular por el conjugado il—>mo 1= xl —t E
Solucion: E
lim 1-vize = 0 por el conjugado ‘.
z—0 T 0 Q

o 1-—WT-3 1413
= lim operar

220z 1t+vi-z

%
= lim = lim =1/2
=0 (1 + /1 —x) x—>01+\/1—:1: /

O <« Doc Doch
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s e 9]
7.2. Calculo de limites —
00
® Por divisién de la mayor potencia

Ejemplo 7.4. Para calcular el limite

lim = — dividimos por =
T— 00 ay o0

1-1 1

( ’”):lim(l——)zl

L— 00 T—00 az

Ejemplo 7.5. Para calcular el limite

222 +1
Tl dividimos por z2
o)

= lim — 2 _Z2TY _ 9

Ejemplo 7.6. Como en el caso anterior

222 + 1
lim Ve any - dividimos por =
R 210
— g Y _V2H0_ 5
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2£L'3 1 A+du
Ejemplo 7.7. Calcular el limite lim el
Tr— 00 €T
Solucion:
2e3 +1 o0 i
T
lim —— = — dividimos por z* CIENCIAS
Tr— 00 €T
1
_ g T _2-0_ Ma
T et 1 0 7
s
O b
522 + x
Ejemplo 7.8. Calcular el limite lim —;_ N
T— 00 X m
Solucion: Eq
522 +x 00 =l
lim —;- = — dividimos por z3 2
T— 00 ar (0]
5 1 N
_ m atE 040, —
O <4< > >
|
<« Doc Doch
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7.3. Calculo de limites co — 0o

® Se hacen operaciones

En los més sencillos basta realizar operaciones y simplificar.

2
T
Ejemplo 7.9. Calcular el limite lim z —
T —00 az
Solucion:
. 2 —1
lim = — =00 — 00 operamos
r— 00 ap
2 1| 1
T—00 X T—00 I
. .o Trtx
Ejemplo 7.10. Calcular el limite lim —
T—00 €T
Solucion:
. 4z
lim —r=00—00 operamos
T—00 x
2 .2
= hmx troT = lim — =1
r—00 X T—00 I
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e Por el conjugado

Ejemplo 7.11. Calcular 11141_1 V1 + z — +/z por el conjugado

Solucion:

mli)r_irrloo\/l—i—a:—\/f:oo—oo
(VTF7 - VO(VITZ+3)

lim

r—-+o0

1

lim ——— = —
g>+too [T+ ++4/T 0

Vito+ .z
1
=0

por el conjugado

= Se opera

Ejemplo 7.12. Calcular lim +/1+ 22 — 2 por el conjugado

Solucion:

lim V1+22—-—2=00—00
(V1+22—2)(V1+ 2%+ 1)

r——+00

lim

Tr— 400

lim
r— 400

T——+00

1

V1i+zZ+z

1
:—:0

Vi+a?+zr o0

por el conjugado

= se opera

25
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Ejercicio 3. Calcular los limites siguientes::

2 3
lim — b) li
a) JMim 32 )
z—0— 3T z—1—- 22 —1
)i 1 H o 1 Ma
1m 1m
€ z—1-1—x z—1t 1 —x
Ejercicio 4. Calcular los limites siguientes::
. 2z +1 . 3+
a) zligl‘*' r—1 b) zli}’{)l‘*' 2 —1
2x — 3 —3+x
li d) li
© tm =g ) T
2
e) lim f) lim :c

z—+oco 1 + 2

h) lim
z—+o0 2 — )z—>2+:IZ—2

<« Doc Doch
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Ejercicio 5. Calcular los limites siguientes dividiendo por la mayor potencia

cuando sea necesario:

1 1

a) lim — b) lim z+ —
T—00 T T—00 x

20 — 1 . 322

©) lim T3,

. 7 . VT
e) zh_}IIOlO m f) lim

Ejercicio 6. Calcular los limites siguientes por la técnica de descomposicion:

) I 2 —z—2 b) T 2 —4x +3
“ 21 3z 10 s 2% 4 4z — 5
2_9 vV 2
c) hmx—5 d) lim$—+
z—5 22 — 10z + 25 z—2 /g2 — 4

Ejercicio 7. Calcular los limites siguientes aplicando la técnica del conjuga-

2—+vz+2

11m
z—4t x—4 r—2+1 x— 2

do::
2—/x

a) b) lim

IMITES Y

i

<4< > >
A |
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7.4. Calculo de limites =

Analicemos el comportamiento de a* con 0 < a # 1 en algunos ejemplos

Ejemplo 7.13.
o 1,2°=214883 125 =154070  1,2%° =590,6682
e 0,8°=03277 08 =0,0352  0,8% = 0,00040565
Asi cuando z crece, las potencias de a se hacen tan grandes como quera-

mos o tan pequenas como queramos dependiendo de si a es mayor o menor
que 1.

se obtienen las expresiones

» a>1 lim a* =0 » a<l1 lim a”

r— —0o0 r— — 00

<« Doc Doch
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Ejemplo 7.14.

° lim 1,27 = +o0
r——+00

Test. Responde a las cuestiones:
1. El lim 0,27 es:

T — 00
(a) 0
2. El lim 3,177 es:

r——+00
(a) 0
3. El lim 3,17% es:

Tr——00

(a) O

(b) —oo

MATEMATICAS
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7.5. Calculo de limites f(z)?®
Si no hay problemas de indeterminacion , el calculo de dichos limites se

realiza por paso al limite

lim g(z)
lim f(z)9® = (hm f(a:))””*“
r—a r—a
Ejemplo 7.15. Los siguientes limites son inmediatos con la regla anterior

Solucion:

2w —0oQ
e lim 2o+ 1 = 2 = 400
z—+o0 3x 3
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8. El nimero e

Uno de los limites de mayor importancia lo estudié el matemético suizo
Leonard Euler (1707-1783).
N
lim <1 + —)
T —00 x

Si pasamos al limite se tiene la expresién 1°°, que nos hace pensar en las
potencias de 1 y por tanto concluir erréneamente que 1°° = 1.

1
Este no es el caso pues 1 + — # 1 para cualquier valor de x.
ar

Para mostrarlo realicemos una tabla

1\ 1\*
az 4= a8 14—
X X

10 | 2,59374246 10000 | 2,71814592

100 | 2,70481382 | 100000 | 2,71826823
1000 | 2,71692393 | 1000000 | 2,71828046

El limite corresponde a uno de los niimeros més importantes de la matematica,

el numero e

e = 2,7182818284590452353602874713527 - - -
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El ntimero e

(3)

El mismo resultado se obtiene si sustituimos x por cualquier variable que

tienda a infinito.

lim

1
e
f(@)—oo < f(z

=€

f(z)
)

Los siguientes limites dan todos el nimero e.

1 2x
lim (1 + —) —e
T —00 233

1 T+ 2

li 14+ —— =

i (14 5) =
3

1 T
lim <1 aF —3> =e
T—00 €T

1\
lim <1 + —2) —e
r— 00 x

1 \VE
lim (1+ —) =e

- &

10z
li 1+ — =
e < + 1ox) €
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8.1. Calculo de limites 1+

Todos los limites de la forma o donde { p=es
a—1
como
Bla—1
aﬂz[l—l—(a—l)]a—l( )
y como
1
a—1l— —— >
a—1
1
1 ja-l Bla—1)
1+T —>e:>065—>6 e
a—1

En general se tiene que

, se pueden escribir

entonces

lim =00
”H“g( J lim f(x)g(a:) =

lim f(z) =1 z—a

r—a

Esta es la féormula que se utiliza para los limites de la forma

=

MATEMATICAS
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Ejemplo 8.1. Calcular

) (Qx +1
lim
T— 00

2x
Solucion:
2 1\*
Hin ( T ) — 1% =
T—+00 2x
lim =z
r—-+o0

2 1

Ejemplo 8.2. Calcular lim Tt
z—+oo \ 20 — 1

Solucion:

lim <
T—+00

2¢ + 1
20— 1

=2ap

y

%

MATEMATICAS

34

1° Bachillerato

s=B+py

CIENCIAS

=

/

LIMITES Y

<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

Seccién 8: El niimero e

35

Ejercicio 8. Calcular los limites siguientes del tipo del nimero e:

1 3z
a) lim <1+—>
xr——+00 aw

T o
C) acllgloo (1 Cr2— 1)

2 —2x
b) JMim_ (1 i x—>

] x+3
d) lim (1+—)
X

T— 00

Ejercicio 9. Calcular los limites siguientes del tipo del niimero e:

x+2\"
I
a) mirilm (3;‘—3)

.’17+]. 3x
i
b) zﬂn}rloo (x—l)

3w
@) (‘/EJ”)
z—+00 \/E—l

Ejercicio 10. Hallar los limites siguientes de potencias de una forma inmedi-
ata pues no necesitan ninguna técnica especial :

b) lim <1)
z——o0 \ 2
1432\ °
d) U
)z—l>r-ir-10<>< 2 )

£ lim (23:—1— 1):»

T——00
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Ejercicio 11. Calcular los limites siguientes dividiendo por la mayor potencia
de z :

) i 22+ 6 b) i 3zt — 22+ 1
“ xl—>n<>104;272—3 xl—{go x4+ 12 —4
. Var+ 2z . 2x\/ 2z 21
¢) lim ———— d) lim Y—xn=— {\/i a
=00 | /0 _ \/ﬁ T—00 x\/m

Ejercicio 12. Calcular los limites siguientes aplicando la técnica del conju-

gado:
z— VT2 +1
a

a) lim

r— 00

b) lim Va2+z— Va2 +2

r— 00

<« Doc Doch
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=A+Au

9. Continuidad
9.1. ;Qué es una funcion continua?

Para una primera aproximacion grafica, si piensas en el grafo de una
funcién, decimos que una funcién es continua cuando podemos recorrer el GIENGIES
grafo de la funcion si tener que realizar ningin salto. Observa las figuras de
abajo

=

/

LIMITES Y

A\ A\

2 2
<4<
La funcién de la izquierda no presenta ningin salto y decimos que es <
continua. La funcién de la derecha presenta un salto en el punto x = 2.
<4 Doc Docp

Decimos que no es continua en este punto.
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9.2. Definicion de continuidad

Definicién 9.1 Sea f una funcion y a € Dom(f) decimos que f es continua
en x = a cuando

lim £(z) = f(a) (5)
La continuidad de f en x = a implica que se cumplan las condiciones:

1. La funcién estd definida en x = a, es decir exista f(a).

2. Exista el limite de f en z = a.

3. Los dos valores anteriores coincidan.

10. Discontinuidad

Definicién 10.1 Decimos que una funcion es discontinua en el punto r = a
cuando no es continua en xr = a.

Tipos de Discontinuidad
= Evitable, cuando lim f(z) # f(a)

= Salto finito, cuando lim f(x) # lim f(x)

» Salto infinito, cuando algin lateral lim f(x), lim+ f(z) es in-

Tr—a r—a
finito

A continuacién analizamos cada uno de los tipos de discontinuidad que hemos
clasificado en el cuadro superior

<« Doc Doch
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10.1. Discontinuidad Evitable

Decimos que una funcién en el punto x = a presenta una discontinuidad
evitable cuando existe 3 lim f(z) = L ( finito) , pero no coincide con f(a).
r—a

Se tiene que los limites laterales co-

inciden f(a) |
lim f(z) = lim+ fl@)=L Ma
pero

fla) £L
3 lim /(2) # /(a) /!

2
-1
Ejemplo 10.1. Analizar la continuidad de la funcién f(z) = z T
x _—

Solucion: lim1 f(x) = 2 pero f(1) no existe, en x = 1 presenta una discon-
xr—

IMITES Y

@

tinuidad evitable.

I i :c2—1_
lim f(=) = lm——F= << »»>
—1 1
= m ETVERD a1y =2 <
=1 r—1 w1 <« Doc Docp»
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10.2. Discontinuidad de salto finito

Decimos que una funcién en el punto x = a presenta una discontinuidad
de salto finito cuando existe los limites laterales y son distintos.

lim f = 1
x—lgl— (m) ! }117&12 f(X)

lim f(z) = I

z—at

El salto de la funcién viene dado
por

lw f@) - lm f@)  n

r—a T—a

a

x+1 <0

Ejemplo 10.2. Analizar la continuidad de f(z) = { 21 0<uz

Solucién: En = 0, f(0) = 1, pero los limites laterales
lim f(z)= lim z+1=1
z—0~ z—0~

: } — f(07) # F(07)

1. _ 1 2 _ 1 _
Al T = g @

son distintos, luego en x = 0 hay una discontinuidad de salto finito. O
<4 Doc Doc»
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10.3. Discontinuidad de salto infinito

Decimos que una funcién en el punto x = a presenta una discontinuidad
de salto infinito cuando algin limite lateral de f(z) en = = a es infinito. En
las figuras se muestran dos ejemplos de salto infinito en x = a.

lim f(z) = +oo 1_i}n_ f(x) = —o0 Ma
lim+ f(z) =40 xllrf# flz) = +0

T T
—————

Estas funciones presentan una discontinuidad de salto infinito en x = a.

<« Doc Doch
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Ejemplo 10.3. Hallar a para que f(z) sea continua en z = 1.

3 —1 r<1

f(w):{ ax—2 1<z

Solucion:
Para que sea continua en z = 1 Ma,
f1)=0=f1") =a-2=[a=2]
O
Ejercicio 13. Hallar a para que las funciones sean continuas en x = 1.
r+a x<1 _ arz <1
“)f(x)_{ 2 1<z b)g(x)_{ 1 1<z
ax x<1 . ddr+2 <1
C)h(x)_{m—a 1<z d)y(:z:)—{ 1 1<z

Ejercicio 14. Dada la funcién

2r + a < —1

flxy=¢ —z?*+2 -1<z<1
Inx 1<z
a) Hallar a para que f(z) sea continua en x = —1

b) (Es continua en z = 17 < Doc Doc b
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<« Pulsa y elige el botén = Funciones a Trozos y realiza la
siguiente practica con las funciones del ejercicio 13.

Préactica 10.1.

a)

Sea la funcién: f(z) =

<1 .
{ rha rs . Para representarla introduce en

2 1<z
f(z) la expresién x<1 ? x+a:2y pulsa en el botén Nueva Funcidn. Desplaza

el boton de los valores de a y observa que la funciéon es continua cuando a = 1.

a’x r<1

1 1<z
la expresién x<1 ? a"2*x:1 y pulsa en el botén Nueva Funcion. Desplaza el
botén de los valores de a y observa que la funcién es continua cuando a = +1.

Sea la funcién: g(x) = . Para representarla introduce en f(z)

ax <1
r—a 1<z
f(z) la expresién x<1 ? a*x:x-a y pulsa en el botén Nueva Funcidn. De-
splaza el botén de los valores de a y observa que la funcién es continua
cuando a = 0,5.

Sea la funcién: h(z) = { . Para representarla introduce en

a’x +2 z<1

1 1<z
en f(z) la expresién x<0 ? a"2*x+2:1 y pulsa en el botén Nueva Funcidn.
Desplaza el botén de los valores de a y observa que la funcién es discontinua
para cualquier valor de a.

Sea la funcién: y(z) = { . Para representarla introduce

<
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11. Asintotas

En este apartado usaremos el concepto de limite para mostrar el aspecto
grafico de las funciones.

Cuando una funcién en la proximidad de un punto z = a o en el infinito
se aproxima a una recta tanto como queramos decimos que tiene una asintota
o que la funcién tiene una rama asintética. En caso contrario decimos que
tiene una rama parabdlica.

» Las funciones polinémicas y = P(z) no tienen asintotas, solo ramas
parabdlicas.

P(z)

» Las funciones racionales y = 0@’ donde P(z) y Q(z) son polinomios
x
puede tener asintotas de tres tipos:
a) asintota horizontal
b) asintota vertical
¢) o asintota oblicua

Vamos a analizar con detalle estos tres tipos para las funciones racionales.
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11.1. Asintota Vertical

Asintota Vertical Cuando en un punto x = a se tiene

lim /() = oo

decimos que la funcién presenta una rama infinita o asintota Ver-
tical

1
Ejemplo 11.1. Halla y representa la asintota vertical de y = —
az

Solucion:
1
f(@) ==
tiene como asintota vertical el
eje OY, x = 0.
. 1
lim — =4
z—0t T
. 1
lim — = —o0
z—0— X

45

O

<« Doc Doch
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1 1
Ejemplo 11.2. Halla la asintotas de f(z) = —— y g(z) = ——
x—1 2 —1
Solucion:
i
flz) = tiene z = 1. g(z) = — tiene z = +1 S
_ 2 —
1 1 1 l~/1 a.
= = 1 - —
z—1+ z — 1 +oo z—1+ 22 — 1 +oo ool 22 — 1 o
li 1 1 li L +
im = —00 = —00 im = +00
a—1- 2 — 1 z——1+ 22 — 1 z——1- 22 — 1
r=1 T =—1 w=1

<« Doc Doch
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Ejemplo 11.3. Halla y representa la asintota vertical de y = PO
= Dae
Solucion:
f(z) ©__ dos asintot
x) = ————— dos asintotas
1:52 —2x
verticales t =0y x =2
hed Ma
lim — =400
z—1t T° — X
. 1
xli)r?_ :172—1‘:_00 T=0 z=2
. 1
lim — = —00
z—0t 22 — T
. 1
lim — = 400
rz—0- T° — T

O

Ejercicio 15. Hallar y representar, si las hay, las asintotas verticales de las
funciones:

<« Doc Doch
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11.2. Asintota Horizontal

Asintota Horizontal Cuando se tiene

ILm fl)=1L

decimos que la funcién tiene la asintota horizontal y = L

1
Ejemplo 11.4. Halla y representa la asintota horizontal de y = —
ar

Solucion:
1 .
f(z) = p tiene y = 0

lim — =0
r——+00 I

Para dibujarla, lo méas cémodo ‘\

es dar valores grandes a x.

1
Six>0=>;>0

1
Six<0=>;<0

0 <« Doc Doch
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z+1

Ejemplo 11.5. Halla y representa la asintota horizontal de y =
Solucion:

Asintotas horizontal y = 1
pues

. ox+1
lim =

1
T—00 xr
Para dibujarla, lo més cémodo \ =1
es dar valores «grandes» a x.

10+ 1

Siz =10 =

> 1

(=10) + 1

D
Siz 0= 0

<1

O

Ejercicio 16. Hallar y representar, si las hay, las asintotas horizontales de
las funciones:

2+«x x?
2 f(w):?)—x x2+1

<« Doc Doch
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1

Test. Dada la funcién f(z) = Farl
=

1.

1
El dominio de f(x) es:

(a) R (b) R —{1}

. El lim f(z) es:

rz—1t

(a) 2 (b) o0

.El lim f(z) es:

r—1—

(a) —2 (b) 400

. El lim f(x) es:

z—0

(a) 0 (b) 1

. El lim f(z) es:

T— 00

(a) 0 (b) 1

. La asintota horizontal de la funcién es:

(a) ninguna (byy=1

. La asintota vertical de la funcién es:

(a) ninguna (b) z=-1

, responder a:
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11.3. Asintota Oblicua

Una funcién f(x) en la proximidad del infinito  — oo decimos que tiene
como asintota oblicua, cuando se aproxima a una recta

Yy=mx—+n

Primero explicamos como calcularlas para las funciones racionales y después
damos una expresién mas general. Sea la funcién

2
e 4= 1
= r) = —
y=f(z) -
Si dividimos, la podemos expresar como

1
f(x):93+5

1
y para valores de z tan grandes como queramos, cuando £ — oo, como — — 0
x
tenemos que

1
fl@)=z+_=~
es decir para valores de x “grandes” la funcién toma valores cercanos a x, y
por tanto su grafica se aproxima a la recta y = z. En este caso la asintota
oblicua es
Yo =T

M ATICAS

1° Bachillerato

=A+Au

!_B+",,;
CIENCIAS

=

IMITES Y

@

<4< > >
A |
<« Doc Doch

Volver Cerrar


http://personales.unican.es/gonzaleof/

MATEMATICAS

Seccién 11: Asintotas 52 S
2
e+ 1 1
fla)="" 0t 2
Aintota oblicua y = z ey

y=x CIENCIAS
x— too f(x)>=x

z— —o0o f(z)<wm Ma

P(z)
Q(z)
R(z)
Q(x)

Asintota Oblicua La funcién racional f(z) = con

_P@)
f@) = G = O +

tiene la asintota oblicua yy = C(x) siempre y cuando el grado del
numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador.

<« Doc Doch
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Asi pues para determinar la asintota oblicua se dividen los polinomios y
se toma el cociente cuando es de grado uno, es decir una recta. En el siguiente
ejemplo se muestra como se calcula.

Ejemplo 11.6. Veamos algunos ejemplos:

z? 42 3

fl@)=——3 =lz-1)+ o Yo=x -1 Ma
322 — 1 2

g(z) = ) :+x—+1 Yo =3z —3

224+ z+1 3 >"
hz)=="——"""T- =[—z-2 o= —2 —2
@-Trel St -
3+1 1
jlx) = T = 4+ = No hay oblicua E
a ar
x+1 1 =
k(x) = =|1[|+— y = 1 horizontal E
T X N\ —{
2 22 2 (
hia) = [+ 2 —_— —
x x
Ejercicio 17. Hallar y representar, si las hay, las asintotas oblicuas de las << »»>
funciones:
2 + 22 z2 —2 <
= b =S5
o) f(=) 2+4+x ) 9(=) 1—=x <« Doc Doc
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72

z+1

Ejemplo 11.7. Hallar y representar la oblicua de f(z) =
Solucion:

Dividimos y

T——00

y=z—1

Para explicar la posicion e de la curva respecto a la asintota, lo mas fécil, es
dar un valor a x lo suficientemente grande, y comparar el valor de la funcién
y de la asintota. Por ejemplo en x = 10 y = = —10.

f(10) = 9,09 yo(10) =9 = f(x) > vo
f(=10) = 11,11 yo(—10) = —11 = f(x) < o
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r=A+iu

Ejemplo 11.8. Estudiar y representar las asintotas de la funcién

1
VT i -
Solucién: C[EN(“‘]AS
Ramas del Infinito de — . a.
T - Y=z
lim — +00
z—0t X
r—0— {E1
; )]
zEI-POO x2 L 4 -3 2 -1 1 2 3 4 =
1
2 0 E
-

La funcién presenta:
= una asintota vertical en x = 0 << | P>

= una asintota horizontal y = 0 -
O <4 Doc Docp
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MATEMATICAS

Seccién 12: Cuestionarios 56 ;
1° Bachillerato

12. Cuestionarios

Inicio del Test A partir de la grafica de la funcién f(x), responder a:

s=B+py
CIENCIAS

1. El dominio de f(x) es:
(a) R (b)R-{1}
2. El lir{1+ f(z) es:

(a) 2 (b) +o0  (c) -c0

3. El lim f(z) es: s
z_di T 3 2 1 2 3 4 2
(a) —2 (b) +o0  (c) -0 =
4. El lim f(x) es: 5
1
@0 ®1 (- N=
5. El lim f(z) es: —
(a) O (b) 1 (c) —1
Final del Test [Puntos: | << »»
<
<« Doc Doch
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MATEMATICAS
57

1° Bachillerato

Seccién 12: Cuestionarios

1
Inicio del Test Dada la funcién f(x) = 5 responder a:
T —

1. El dominio de f(x) es:

(a) R (b) R — {2} (c) R —{1}
2. El lirgl+ f(x) es:

(a) 2 (b) +o0 (c) 00 Ma
3. El liléli f(z) es:

(a) —2 (b) +o00 (c) -00
4. El lim f(x) es:

z—0

() 0 OF () ~3
5. El ZILH;O f(z) es:

(a) 0 (b) 1 (c) -1
6. La asintota vertical de f(x) es:

(a) z=2 (b) z=0 (¢) no tiene

Final del Test |Puntos: |

<« Doc Doch
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MATEMATICAS

Seccién 12: Cuestionarios 58 1* Bachillerato
Inicio del Test Dada la funcién f(x) = i1 responder a: CIENCIAS
1. El dominio de f(x) es: M
(a) R b)R—{-1} ()[0.00) (4 (0,00) 4
2. El limite en x = —1 por la derecha, f(—1") es:
(a) (b) +o0 (c) -o00 S
3. El lim1 f(x) es:
(a) 3 (b) +o0 (c) 5 E
4. El lirr%) f(z) es: —
() 0 (b) 1 (©) ~3 \-
i Y2 —
5. El HIJP f(z) es:
(a) 0 (0 1 (c) o0 =
Final del Test [Puntos: [ Correctas | <
<« Doc Doch
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Seccién 12: Cuestionarios

Inicio del Test A partir de las funciones,

En las siguientes cuestiones abreviamos

fl@)=(1,3)*

responder a las cuestiones.
El valor de f(+o0) es?

e

(a) 0
(a) 0
(a) 0
(a) 0

(a) 3

(b) o0

. El valor de f(—o0) es?

(b) 400

. El valor de g(+00) es?

(b) o0

. El valor de g(—o0) es?

(b) +o00

. El valor de g(oco) es?

(b) 400

r——+o0

g(z) = (0,3)**

(¢c) —o0
(¢) —o0
(¢) —o0

Final del Test [Puntos:

lim f(z) como f(+400)

MATEMATICAS

59

1° Bachillerato

s=B+py
CIENCIAS

=

/

LIMITES Y

<4< > >
A |
<« Doc Doch
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MATEMATICAS
60 I
1° Bachillerato

Seccién 12: Cuestionarios

B
Inicio del Test A partir de la grifica de la funcién f(z), responder a: CIENCIAS
1. El dominio de f(z) es: ]\ jla
(a) R (b) R—{0} Y=
2. El i :
Jim, f(z) es
(@)0 (b)) 400 (c)-0o s
3. El lim f(x) es: dp)
T 4 3 2 1 2 3 4 £2
(a) —2 (b) +o0  (c) -0 ~
4. El ili% f(z) es: E
(a) 0 (b) 1 (¢) +o0 N
5. El lim f(z) es: —
(a) O (b) 1 (c) -1
Final del Test |Puntos: |  Correctas | << >
<
<4 Doc Docp
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Seccién 12: Cuestionarios 61

Ejercicio 18. Estudiar y representar las asintotas de la funcién
1
z—1

y:

Ejercicio 19. Estudiar y representar las asintotas de la funcién
x
y=-—7 Ma

Ejercicio 20. Estudiar y representar las asintotas de la funcién

Ejercicio 21. Estudia y representa con las asintotas la funcion:
i 41
oz

Ejercicio 22. Estudia y representa con las asintotas la funcion:
z? -4
z+1

y:

Ejercicio 23. Estudia y representa con las asintotas la funcion:

23— 322 +4
Y= ——5
x

<« Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 62

Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1. Estas funciones son de tipo racional y presentan puntos donde
divergen a infinito en los valores que anulan el denominador.

1 2 =
xi%&r_ -
2
b) g(m):xz_ .Enx =41
_2_ 1' _2_
o122 -1 0 0 azz_1 0 °
) h@)—lf_m Enz=-1
. T -1
lim = — =00
w—>—11+qj 0

Ejercicio 1

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

B
s=B+py
CIENCIAS

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 63

Ejercicio 2. Indicar el comportamiento de las funciones cuando x tiende a
infinito:

. 2 2
a) lim — = — =
z—oo 3T 00
b) Dividimos por z?
1
lim = lim —L — = 0 =0
T—00 ¢ — T— 00 1 1—-0
1-—
T
¢) Dividimos por z?
lim T = lim T#:L:
Tr—00 €T Tr—00 - O
T

Ejercicio 2

MATEMATICAS

1° Bachillerato

/

LIMITES Y

<4< > >
A |
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 64 -
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 3.

) B = s ~
a) lim — = — =40 2<_
z—0+ 3z 0t s=Bepy

CIENCIAS
b) lim _ 3 +o0
a1+ 22 -1  0F Z\ 1’
c) lim 2 2 00 8
im —=—=-—
z—0— 3T 0~
3 3
d) i =2 =
L el S
1 1
e) lim =— =400

Ejercicio 3

/

LIMITES Y

<« Doc

Volver
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 4.

2x+1 0+1
m _

o Mmoo T =91
3+ 3+0
l‘ = —— = —
b) Jim 101 ®
&) lim 2;1:—3_2—3__
rx—1— 3.’11' a 3 o
. —3+x -2
1
li =—=0
e) w—l>r-&r-1001—1‘ —00
22
f) IL+001+$=+00
. -z
g) xETOO2—x:1
i 1 1
h) wli)lgl+x_2—0—+—+00

MATEMATICAS

1° Bachillerato

65

L, r=A+Au

<

s=B+u;
CIENCIAS

=

/

LIMITES Y

Ejercicio 4

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 5. En el caso necesario dividimos por la mayor potencia:

a)
b)

1 1
lim —=—=0
r—00 I o0

1
Imz+—=00+0=

r—00 x
1
o 281 2-7 2-0 2
Lo 32t 3 3
x  x?
5 5
lim li =00

 _ fim ——
oo0 T498 11 g—oo g498

lim =73

z——oco 1 +

MATEMATICAS
66

1° Bachillerato

/

LIMITES Y

Ejercicio 5

<4< > >
A |
<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 6. Se descompone en factores y se simplifica:
a)
22—z —2 0 (x—=2)(z+1)

o T2 0 e
2027213210 0 om2(z—2)(z+ =

~—
—
(G20 N
~

67

z? — 4z +3 0 lim (x—1)(x—-3) z—3 1
solg2+4r—5 0 2-i(z—1)(z+5) =2-iz+5 3
c)
. 2?2 —25 0 .. (z=5)(z+5) .. z+5 10
lim ————— =—=lim ———= = lim =— =00
e—522—100+25 0 =2—5(x—5)(x—5) =2—-52x—5 0
d)
lim o2 lim v 2 = lim 1
T=2 /12 — 4 =2\ f(x —2)(x+2) =242 2

Ejercicio 6

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

-

B

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 68 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 7. En estos limites aplicamos la técnica del conjugado:
a)
2-v2 _0_ . 2-& 2+ o

mll}f[fb PR = 6 = zligl{r r—4 2+ \/5 CIENCIAS
4 —T
p— 1 D —
omtt (@ — 4)(2 + 3) Mal
—1 1 .

— i
oott 2+ 2 4

2—vz+2 O . 2—vVz+2 24V +2

lim ——— = — = lim

o2t T —2 0 a—2r -2  24z+2
I 2—x
= l1im
r—2t ( 2)(2 + v +
1 \

LIMITES Y

lm ——8mM = ——
z—2+ 2 + 2+ +2 + 2 4

Ejercicio 7

<4< > >
A |
<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 8. En estos limites aplicamos la férmula 4:

1
1\3* lim 3z(1+—-—-1)
a) lim (1 + —> = 1*° = g x =
r——+00 xT
b)
9\ 2 lim —2z(—
lim (14 = = 1% = gz—+oo (x2)=
r— 400 1‘2
4
lim ——
= eT—to0 T — 60 -1
¢)
z2 li 2 X
lim (1-—= DL S ey
T—-+00 $2 =1l
43

lim 5
=eroto =1 —e7® =

5
d) lim T =e8

1 + _ = 6z~>+oo
r——+00 €T

( 8>f”+3 lim (x+ 3)(

69

Ejercicio 8

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

B

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios 70

Ejercicio 9. En estos limites aplicamos la férmula 4:

. lim x(m+2—1) lim —o
lim z+2 =1® ="t = e“‘*H'Poo z+3 =t
z+3

1
1\ ® lim 3z (a: T 1) lim bx
li ( > =1% ="t -1 =erotoz—1 = ¢

2 2
B, 7 lim _x(x2+x_1) lim 7_‘2 i
I-T ($2_1> — gt too 2 -1 —er—otoo 22 —1 _— g1
d)
Vz+1 . 6z
3x 1 3 -1 1
Hhen <ﬁ+1) st x(\/:E—l smteo T -1 _ oo
T — 400 g8 =

Ejercicio 9

MATEMATICAS
1° Bachillerato
A+Au

-

B

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 71 ATEMATICA
Ejercicio 10. L e=Athu
1 x
a) lim (=] =0
r——4o0 \ 2 <
T s=B+py
. 1 CIENCIAS
b) lim (=] =+o0
r——00

Ejercicio 10

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

1° Bachillerato

Soluciones a los Ejercicios 72

Ejercicio 11. En el caso necesario dividimos por la mayor potencia:

22+ 6 . 22
W) A g = e g =
4_2 1 4
b) lim 3z s im 3¢ =3

Ejercicio 11

<4 Doc Doch
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 73 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 12. En estos limites aplicamos la técnica del conjugado:
a)
e
T 0 CIENCIAS
r—va2+1 z+vVr2+1
z Y| M al

-1 -1

=lim — =" =

z—oo g(x+ Va2 +1) 0

b) lim Va2 4z — Va2 +2=00 -0

r—00

_ (Va2 +z— Va2 +2)(Va? +z + Va2 + 2)
= lim

z—00 Va2 +z+ Va2 +2
I T —2
= l1im
2—00 /2 + 1 + Va2 +2
i
= lim — =1/2
Jm e =Y

Ejercicio 12

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 13.

<
a) Para que f(m):{ m;—a f;; sea continua en x = 1
fA)=1+a=faY)=2=[a=1]

a“r <

sea continua en x = 1

1 .
¢) Para que h(x) = { ar , Seacontinua en z = 1

r—a 1<
h17)=a=h(1")=1-a=>|a=1/2]
2
d) Para que y(m)z{ “ $1+2 Tzi sea continua en x = 1

y(17)=a*+2=y(1") =1=a*= -1

no existe ningun valor de a que haga continua la funcién.

Ejercicio 13

MATEMATICAS

1° Bachillerato

74

L, r=A+Au

B

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 75 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 14.
2r + a r < -—1

Siendo f(z) = —2°4+2 —-l<z<1 <
Inz 1<z -Bepv
. CIENCIAS
a) Para que sea continua en x = —1

=

f-1)=—2+a=f(-1")=1=

b) (Es continua en z = 17 No, pues
fOT) =1#f1*) =1 =0
Ejercicio 14

/

LIMITES Y

<4 Doc Doch
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 76

1° Bachillerato
Ejercicio 15. o
2 +x x2
f(:c)—g_ en r = g():x+1enx: s
1. 2 + T xz CIENCIAS
im = —00 _
z—3+ 3 —x z——1+tx+1 vEY M
2+« 9 al
s lim —— = o0 |
v3 * z——1-x+1
xr=3
r=—1

Ejercicio 15
<« Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 16.

2
f(x)zgtztieney—l
2+«x
li =-1
e B
2410
Siz=10—m —— < —
1T 3_10<
2—-10
iz =—1 i |
Siz 0:>3+10>
_—-/ y=-1

7
2
g(:z:):g732 1tleneyzl
2
x
li = ]l
ergon—l—l
100
Sir=10— — <1
b 100 + 1
100
Siz=-10—m ——
b 100 1 1
y=1
— —

Ejercicio 16

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

-

B

s=B+u;

CIENCIAS

<4 Doc Doch
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MATEMATICAS

Soluciones a los Ejercicios 78 .
1° Bachillerato

L, r=A+Au

Ejercicio 17.

2+ 22 x? -2 P4
f@) =5 9(z) = T— e
Oblicua y, = x — 2 Oblicua y, = —z — 1 CIERCles
f(10) = 8,5 > y,(10) = 8 h(10) = —10,8 > y,(10) = —11 ]\ ja [
f(=10) = =12,75 < y,(—10) = —12 h(—10) = 8,9 < y,(—10) =

y=x—2

Ejercicio 17

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 18.

1
Ramas del Infinito de
7 —
. 1
lim +o00
z—1t x —1
li —
zinll* rx—1 >
li 0
z—{r-il-loo x—1
lim 0
T——00 I —

La funcién presenta:
= una asintota vertical en z = 1

= una asintota horizontal y = 0

79

-1

Ejercicio 18

MATEMATICAS

1° Bachillerato

/

LIMITES Y

<4< > >
A |
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 80

1° Bachillerato

Ejercicio 19.

Ramas del Infinito de !
7 —

lim +o00

z—1t x — 1

lim x —00 Ma |
z—1-x — 1

lim 1
D 45 — 1l 1 3 2 1 2 3 4

lim 1
T——00 I —

La funcién presenta:

/

LIMITES Y

= una asintota vertical en z =1

= una asintota horizontal y = 1

Ejercicio 19

<4< > >
A |
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Soluciones a los Ejercicios 81

Ejercicio 20.

1
lim f(z)  +oo
111{17 flx) -0
zilglﬁ @R =oo T 3 2
limr flz) +oo
)

e I U

La funcién presenta:

= dos asintotas verticales en x = +1

= una asintota horizontal y = 0
Ejercicio 20

MATEMATICAS

1° Bachillerato

B

s=B+u;
CIENCIAS

LIMITES Y

<4< > >
A |
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. L MATEMATICAS
Soluciones a los Ejercicios 82 .
1° Bachillerato

Ejercicio 21. RO

= Horizontal no tiene

B
= Vertical z =0 :;:3«
g AS
.ooxrt+1
lim = 400
z—0t xT
2?41
lim = —00
z—0— X

= Oblicua y, = x, pues

1
% + _-+_

Posicién:
f(10) = 10,1 > yo(10) = 10
f(=10) = =10,1 < yo(—10) = —10

y = (m;—l)

Ejercicio 21

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 22.

= Horizontal no tiene
= Vertical z = —1
2 +1
im =
rz——1+t T + 1

x?—4 3
= —]_—
T

z—1
Posicién:

£(10) = 8,72 < yo(10) = 9

F(=10) = —10,66 > yo(~10) = ~11

MATEMATICAS
1° Bachillerato
, r=A+iu

-

B

s=B+u;

CIENCIAS

Ejercicio 22

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 23.

= Horizontal no tiene

= Vertical z =0

3 _322+4
z—0t 2

332244
lim 2o T + =400
z—0~ :172

MATEMATICAS
1° Bachillerato

L, r=A+Au

-

B

s=B+u;

CIENCIAS

s Oblicua y, =  — 3, pues

3 — 32 +4 4
e
Posicion:

f(10) = 7,04 > yo(10) =7

f(=10) = —12,96 > yo(—10) = —13

3z2+4)

x5 —
y:(

Ejercicio 23

x2

<4 Doc Doch
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Soluciones a los Tests

Soluciones a los Tests

Solucion al Test: En efecto
e Asintota vertical z =1

1
1m s = 400
z—1+x—1
. rz+1
lim = -0
z—1-xr—1
e Asintota horizontal, y = 1, pues cuando z — oo
1
lim T =1
Tr—00 T —

85

Final del Test

MATEMATICAS
1° Bachillerato
A+Au

+py

CIENCIAS
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